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1 Revisao de Algebra

1.1 Vetores

Definicao 1.1 (Vetor): Um vetor é determinado por um segmento orientado E represen-
tando o conjunto de todos os segmentos orientados equipolentes a AB.

A B

Em particular, os segmentos nulos sao representantes de um tunico vetor, chamado vetor
nulo, indicado por 0. Assim como, os segmentos com magnitude igual a 1 que, frequen-
temente, sao utilizados para indicar as dire¢oes, chamado vetor unitario, indicado por

u.

Algebricamente, um vetor em R” é representado como uma n-upla ordenada de nimeros
reais. Por exemplo, em R3, um vetor 7 pode ser escrito como:

U= (Vg, Uy, ;)

ou em notacgao matricial ou coluna:

Vz
Na geometria analitica, um vetor ¢ é frequentemente representado de forma cartesiana
em termos da base ortonormal, ou canénica, {i,j, k}:
U = vzl + vyj + vk

onde i = (1,0,0), j= (0,1,0) e k= (0,0,1) sao os vetores unitarios ao longo dos eixos z, y
€ z, respectivamente.




1.1.1 Operagdoes com Vetores

Definicao 1.2 (Soma de Vetores): Dado @ = (uy, uy,u,) € U = (vz,v,,v,), a soma 4 + ¢ € dada
por:

'II"' U= (u:zf + Vg, Uy + Vy, Uy + 'UZ)

A soma de vetores resulta em um vetor que representa a combinacao das direcoes e
magnitudes dos vetores somados.

Definicao 1.3 (Subtracao de Vetores): Dado @ = (uy,uy,u,) € U = (vg, vy, v,), a subtracao ¢ — v
€ dada por:

U— U= (Ug — Vg, Uy — Uy, Uy — V)

A subtracao de vetores resulta em um vetor que aponta da extremidade de ¢ para a
extremidade de .

Definicao 1.4 (Multiplicacao por um Escalar): Dado um vetor ¢ = (v,,v,,v,) € um escalar A,
a multiplicacao v - A € dada por:

T+ A= (v A, 0y A, Uz A)

Multiplicar um vetor por um escalar altera sua magnitude sem mudar sua direcao (se A
for positivo).

Definicao 1.5 (M6dulo de um Vetor): O médulo ou magnitude de um vetor ¢ = (v,,vy,v,) €
dado por:

9] = \/vF + 0f + 02

O moédulo representa o comprimento do vetor e é essencial para normalizagao e calculos
de distancia.



Definicao 1.6 (Normalizacao de Vetor): Para normalizar um vetor v, divide-se o vetor pelo
seu modulo:

0)

’0 = TS
gl

O vetor normalizado tem magnitude 1 e é chamado de vetor unitario, frequentemente

usado para indicar direcoes.

Definicao 1.7 (Produto Escalar): Dado @ = (ug,uy,u.) € U = (vz,vy,v;), 0 produto escalar é

dado por:

S

U = UV + UyVy + UV,
Também pode ser expresso em termos do angulo 6 entre @ e v:

—

- v = |[a|||7] cos 6

O produto escalar mede a quantidade de um vetor na direcao de outro e € tutil para

calcular angulos e projecoes.

Definicdo 1.8 (Angulo entre Vetores): O angulo ¢ entre dois vetores i e 7 pode ser encontrado

usando o produto escalar:

!

il

u-U
0 = arccos | ———

]l

g

cosf =

£

Este angulo € importante para determinar a relacao direcional entre vetores e € utilizado

em calculos de iluminacao e angulos em CG.




Definicao 1.9 (Produto Vetorial): Dado @ = (uy,uy,u.) € U = (vg,vy,v,), 0 produto vetorial
i X U, € uma operacao binaria que resulta em um novo vetor perpendicular (Ortogonal) a

ambos os vetores originais, € dado por:
i j k
Uy Uy

Up Uy Uy

~
.

Expandindo o determinante (Apéndice A), obtemos a expressao em termos dos compo-

nentes cartesianos:
= (uyv, — uzvy)i — (UgVy — Uzz)j + (ugvy — uyvy )k

UXT
= (UyVz — UVy, UpVy — UzVg, UgUy — UyUy)

Ou, em termos do angulo 6§ entre « e ¥
1@ > 7| = ||| 7] sin 6

O produto vetorial resulta em um vetor ortogonal aos vetores u e ¥ € € usado para calcular

normais em superficies.

S
<y

Definicao 1.10 (Projecao de Vetor): A projecao de um vetor « sobre ¢ € dada por:

0]

Proj i = —
B

A projecao representa a sombra de « na direcao de ¢ e € util em calculos de sombras e

iluminacao em CG.

1.2 Coordenadas Homogéneas

Definicao 1.11 (Coordenadas Homogéneas:): As coordenadas homogéneas sio uma exten-
sao das coordenadas cartesianas utilizadas para representar pontos no espacos. Em

algebra, um ponto P no espaco R” é representado por uma n-upla

P=(z1,22,...,2y)

,enquanto em coordenadas homogéneas, € representado por uma (n + 1)-upla

P =(z1,22,...,Tpn,w)
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, onde w # 0 € um fator de escala. No R?, temos

P = (CE?vaaw)

Para transformar um ponto das coordenadas homogéneas para coordenadas cartesianas,
divide-se cada componente pelo ultimo elemento:

Ty T2 Ln
(IlazQa"'v':CTHw)*) Ty Ty
w w w
As coordenadas homogéneas permitem a representagio de pontos no infinito, correspon-
dendo ao caso onde w = 0.

Quando w = 1, a transformacédo entre os espacos ¢é direta de modo que, (z,y,1), no
sistema homogéneo, tem os mesmos valores no espaco cartesiano R? (z,y).

No contexto da Computacao Grafica, as coordenadas homogéneas sdao amplamente uti-
lizadas para aplicar transformacdes geométricas (como translacoes, rotagdes e escalas)
de forma eficiente e unificada através de multiplicacdes matriciais, facilitando a mani-
pulacao e projecao de objetos no espaco tridimensional.

1.3 Matrizes

Definicao 1.12 (Matrizes): Dados m e n € N*, numeros naturais ndo nulos. Seja A uma
matriz m x n, m por n, uma tabela formada por niumeros R distribuidos em m linhas e n
colunas, onde cada elemento € indicado por «;;, onde ¢ € o indice da linha e j € o indice
da coluna.

air a2 ... Qip

a21 as9 . A9on
A= (aij)mxn =

am1 Am2 N Amn,

Em uma matriz quadrada (m = n), podemos identificar duas diagonais principais. A
diagonal principal é composta pelos elementos a;;, onde i = j. Ja a diagonal secundaria
¢ formada pelos elementos a;(,—;41)-

N

apo ap1 ap2

AN

a10 ai a12

N

a20 a21 a22

o N

Diagonal Secundaria Diagonal Principal




Além disto, existem alguma matrizes notaveis, como:

- Identidade: Toda matriz que os elementos da diagonal principal sdo iguaisa 1 e o

resto zero.
1 0 O
Isxs=|10 1 0
0 0 1

* Nula: Toda os elementos sao iguais a zero.

0 0 0
O =
2%3 <000>
]

* Quadrada: m =n

Asgyz =

W = Wi
(=2

« Linha: m=1

* Coluna: n=1

A3><1 =2

Definicao 1.13 (Soma de Matrizes): Dadas duas matrizes A = (a;j)mxn € B = (bij)mxn de
mesma dimensao m x n, a soma das matrizes A + B € dada por:

a1 +bi1 app+biz ... aip +biy

a1 + ba1 aze +baa ... agp +boy
A+ B = (aij + bij)mxn =

Am1 + bml Am?2 + bm2 cee Amn + bmn

A soma de matrizes é comutativa, ou seja, A + B = B + A, e associativa, ou seja, (4 +
B)+C=A+(B+C).

Definicao 1.14 (Multiplicacao de Matrizes): Dadas duas matrizes A = (¢;j)mxn € B = (bij)nxp»
o produto A - B resulta em uma matriz C' = (¢;;)mx, onde cada elemento ¢;; € dado por:

n
Cij = E aixbr;
k=1
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Ou seja,

C11 C12 PN Cip

C21 C292 e C2p
A-B=C=

Cml Cm2 ... Cmp

A multiplicacao de matrizes nao € comutativa, ou seja, em geral A-B # B-A. No entanto,
€ associativa, ou seja, (A-B)-C = A- (B - (), e é distributiva em relacao a adicio:
A-(B+C)=A-B+A-C.

Definicao 1.15 (Matriz Transposta): A transposta de uma matriz A = (a;;)mx» € uma matriz
AT = (@ji)nxm, obtida trocando as linhas pelas colunas da matriz original:

a11 a21 asi
A= a2 azx a3

@13 423 @33

ail aiz ais
T _
Al = @21 Q22 a23

asy asz2 as3

Uma propriedade importante da transposta € que a transposta do produto de duas ma-
trizes é o produto das transpostas na ordem inversa:

(A-B)Y =BT . AT

Definicao 1.16 (Matriz Inversa): Dada uma matriz quadrada A = (a;j)nxn, @ matriz inversa
A~! é definida como a matriz que, quando multiplicada por A, resulta na matriz identi-
dade I,,:

A AT =AT A=,

A matriz A € invertivel (ou nao singular) se e somente se o determinante de A for diferente
de zero, ou seja, det(A) # 0.




Definicao 1.17 (Propriedades Adicionais): Além das operagoes basicas, algumas proprieda-
des importantes das matrizes no contexto de computacao grafica incluem:

+ Associatividade da Multiplicacao: (A-B)-C=A-(B-C)
* Distributividade: A- (B+C)=A-B+A-C

+ Comutatividade da Adicao: A+ B=B+ A

- Transposta de uma Transposta: (A7)T = A

- Transposta de um Produto: (A- B)T = BT . AT

- Inversa de um Produto: (4-B)"!=B"1.4"!

1.4 Transformacgbes

Em computagao grafica, um objeto é uma entidade visual que é exibida na tela. Para que um
objeto possa ser desenhado e renderizado, ele deve ser representado por um conjunto P de ve-
tores denominados vértices. Vértices sdo pontos no espago que definem a forma e a geometria
do objeto.

Para aplicar uma transformacgao linear 7' em multiplos vértices simultaneamente, podemos
organizar os vértices como colunas de uma matriz P e aplicar a transformagao 7" a P:

r1 T2 ... Ip
P=1lwy1 v ... ¥n
21 29 ... Zp

Um exemplo de transformagao 7' como rotagao em torno do eixo z por um angulo v é dada
por:

cosy —siny 0
T.(y) = | siny cosy O
0 0 1

A matriz resultante P’ apds a transformacao é:

P/:TZ(,Y)P

onde P’ contém os vértices transformados.

Definicao 1.18 (Translacao): A translacao em R? € uma transformacao afim que move um

Vg tm
vetor 7 = | v, | por uma distancia fixa, determinada por um vetor de translacao t= ty
(% 2’:z

Em coordenadas homogéneas, a translacao € representada pela multiplicacao do vetor ¢
por uma matriz de translacao 7'



1 0 0 tx
T 0 1 0 ty
0 0 1 t,
0 00 1
Uy Vg
U= YWl %
Uy vy
1 1

y y

4 4
31 31
2 1 2 1

(2,2) (4.2)
1] 11
(1) 37
1 2 3 4 X 1 2 3 4 X
Antes da Translacao Depois da Transla¢ao

Definicao 1.19 (Rotacao): Uma rotacido em R? é uma transformacéao linear que gira um vetor
Vg
7= | v, | em torno de um eixo de rotagdo por um angulo . A rota¢gao em torno dos eixos
Uz
coordenados € representada pelas seguintes matrizes de rotacgao:

* Rx(a) - Rotacdo em torno do eixo z por um angulo «:

1 0 0
Ri(o) = |0 cosa —sina

0 sina cosa
* R, () - Rotacao em torno do eixo y por um angulo 3:

cosf 0 sing
Ry®=| 0o 1 o
—sinf 0 cospf



* R,(v) - Rotacdo em torno do eixo z por um angulo ~:

cosy —siny 0
R,(v) = | siny cosy 0

0 0 1
!
vy, Vg
/ —_— .
v, | = R Uy
!
z Uz

A rotacao 2D em torno do eixo z € um caso especial da rotacao 3D onde o vetor v esta no
plano zy (ou seja, v, = 0) € a matriz de rotagao é:

v\ [cosy —siny) (v
vy, siny  cosv Uy

/
U\ - . =
onde ( f) € o vetor resultante apos a rotacao.
(Y
Yy

y y
4 - 4 -
31 3 .
2 1 9 .
(2.6,1.7)
11 1
(a1 (31) (0712
T2 3 4 T2 3 4
Antes da Rotacao Depois da Rotagéo R.(15)

Definicao 1.20 (Escala): A escala em R?® é uma transformacéao linear que altera o tamanho
Vg
de um vetor 7 = | v, | por fatores de escala s, s,, € s, ao longo dos eixos z, y, € z,
v,
respectivamente. A transformacio de escala é dada pela multiplicacdo do vetor ¥ por
uma matriz de escala S:

s, 0 0
S=10 s, 0
0 0 s,
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vl Vg
v, | =8| v,
vl vy
Vg
onde | v, | € o vetor resultante apos a escala.
v
y y
41 4 1
31 3
21 2
i 1 lasas) " (4.5,1.5)
(1,1) (€R))
1 2 3 4 X 1 2 3 4 X
Antes da Escala Depois da Escala (1.5)

Definicao 1.21 (Cisalhamento verificar e complementar): O cisalhamento em R? é uma trans-
Vg
formacao linear que distorce um vetor v = | v, | ao longo de um plano especifico. Por
Uy
exemplo, o cisalhamento no plano zy € dado pela multiplicagao do vetor ¥ por uma matriz
de cisalhamento H:

/
x
/
Y kyz 1 0 Uy
v! 0 0 1 v,
/
IU.’L‘
onde | v, | € o vetor resultante ap6s o cisalhamento, e k;, € k,, s@o os fatores de cisa-
v
lhamento.
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Definicido 1.22 (Reflexao): Areflexdo em R? é uma transformacio linear que espelha um vetor
Vg
U= | v, | emrelacdo a um plano. Por exemplo, a reflexdo em relagao ao plano zy € dada
Uz
pela multiplicagdo do vetor ¥ por uma matriz de reflexao M,,:

N~ ~ 8>

onde | v/ | € o vetor resultante apds a reflexao.

aN~e~ 8~

1.5 Transformacgoées Locais e Globais

Em computacéo grafica, a ordem das transformacgoes aplicadas a um objeto pode afetar sig-
nificativamente o resultado final. As transformagdes podem ser aplicadas no nivel local (do
objeto) ou no nivel global (da cena), e a ordem de aplicagdo dessas transformacgdes pode va-
riar dependendo do contexto.

+ Transformagodes Locais: Sao aplicadas diretamente no sistema de coordenadas do ob-
jeto. No contexto local, a ordem comum das transformagoes é:

R-S-T
1. Rotagao: Primeiro, o objeto é rotacionado ao redor de seu sistema de coordenadas
local.
2. Escala: Em seguida, o objeto é escalado em seu sistema de coordenadas local.
3. Translagao: Por ultimo, o objeto é transladado em relagao ao seu proprio sistema de

coordenadas.

Essa ordem garante que o objeto seja rotacionado e escalado antes de ser movido para
sua posicao final.

+ Transformagodes Globais: Sdo aplicadas no sistema de coordenadas global, afetando a
posicao e a orientagao do objeto no espago da cena. No contexto global, a ordem comum
das transformacoes é:

T-S-R

1. Translagao: Primeiro, o objeto é movido para sua posi¢ao desejada no espaco glo-
bal.

2. Escala: Em seguida, o objeto é escalado em relagdo ao sistema de coordenadas
global.
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3. Rotagao: Por ultimo, o objeto é rotacionado ao redor do ponto de origem global.

Essa ordem garante que o objeto seja movido para sua posigao global antes de ser esca-
lado e rotacionado.

A ordem na qual as transformacgdes sao aplicadas é crucial, pois altera o resultado final. A
transformacgao final do objeto é o produto da aplicagao sequencial das transformacgdes locais
ou globais.

1.6 Mudanga de Base

A mudanca de base pode ser descrita formalmente como o processo de reescrever um vetor
em termos de um novo sistema de coordenadas.

Definicao 1.23 (Mudanca de Base): A mudanca de base é uma transformacao linear que
converte as coordenadas de um vetor de uma base canénica C para um base B. Se
C = {i,j,k} e B = {@,7,w},a mudanca de base é realizada pela multiplicacio do vetor
local p5 = (a, 8,v) na base B por uma matriz de transformacao M para B resultando em
um vetor na base canodnica (global) p;, que relaciona as duas bases:

Uy Vp Wg\ [«
pG:M'pB: Uy  Vy Wy B :UOL+Uﬂ+U}’Y
Uy Vy Wy v

Por fim, temos o retorno,

Por exemplo, considera a base canonica no R? C = {(1,0), (0,1)} e uma base rotacionada
B ={(1,1),(—1,1)} eum vetor 5 = (0, 2), temos

_,_0___,:1—1 a) _ L
el n( D))o

Assim,

resolvendo o sistema temos,
a—pB=0=>a=p
a+pB=2—-0+p8=2=p=1

a=p=1
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2 Lista1l

1. [Vetores e Operagdes] Dados os vetores A = (3,4,0) e B = (1, —2,0),

2. [Composigdo de transformacgdes] O diagrama abaixo mostra uma composigdo de trans-
formagdes 2D aplicada a um quadrado unitario.

A(0,1) B(3.2)

- —

B(0,0)

Essa composigdo pode ser descrita através de uma série de transformagdes mais sim-
ples. Descreva cada uma dessas transformagdes simples e obtenha a matriz de transfor-
magcao resultante usando coordenadas homogéneas. Escreva o codigo OpenGL corres-
pondente a essas transformagdes. Usando a matriz encontrada, obtenha também as co-
ordenadas (x,y) do ponto A’, correspondente a imagem do ponto A. Dicas: sin —x = —sin

cos —x = cosx, sin 30 = % ,cos 30 = @
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R(7):

Nesta questao temos que definir a ordem das matrizes de transformacgao de forma
local, ou seja T'(t,,t,) - R.(0) - S(ss,xy), Translagédo, Rotagcdo em z e Escala. Porém
como é uma pilha de transformacgdes o resultado final fica em termos das coorde-
nadas homogeneas:

Sabendo das matrizes,

0 t,

T = 1t

0 1
cosf@ —sinf 0
R.(0)=|sind cosf O
0 0 1

s, 0 0

S=10 s, 0

0 0 1

Temos, o vertice resultante ¢/, do ponto A‘, é obtido apos aplicar as transformacdes

ao vértice 7, ponto A.
7=(T R,-S) 7

Portanto, sabendo que v = (0,1), 0 = —30,t, = 3,t, = 2, s, = 2 e 5, = 2, temos

vl 0 t, cos —sinf 0 sz 0 0 Vg
vy | =(10 1 t,[-|sind cos®@ O0|-[0 s, 0))-|v,|—
1 0 1 0 0 1 0 0 1 1
v, 103\ (¥ 1 0\ /200 0
=0 12| |- ¥ of-fo2o0]) |2
00 1 0o o0 1/ \o o1 1
7 = (4,V3+2)
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A Regra de Sarrus

Figura 1: Regra de Sarrus para resolugdo da determinante de matrizes 3x3.

~ N N 4 7 7

aoo ao1l ap2 aoo ao1l

NOX S

aio a a12 ai0 ail

AN

11
21 a2 azo a1
/ R RN

= —(ap2a11a20 + Gooa12a21 + Gp1a10a22) +(C00a11a22 + Qp1a12G20 + A02010a21)

a
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